Rappels sur les écoulements
compressibles monophasiques et
détermination des conditions d’interface
entre fluides

Richard Saurel



Obijectifs

Se remémorer quelques éléments essentiels (résumé du cours de M.
Massoni en 4A).

Se familiariser avec les calculs (il y a beaucoup de calculs dans la
modélisation des écoulements diphasiques...).

Déterminer les conditions d’interface entre deux fluides.



Conservation de la masse

m=cste durant le processus étudié (LLavoisier, 1789).

Au cours du mouvement:
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j a—p dV+ j SndS=0 S vitesse de la surface
V(1) o S(t)

S1 la surface est composée des molécules du méme fluide et qu’elle
se déforme durant le mouvement, alors

—

S=u vitesse locale du fluide.

j pundS= J- diviei)dV Théoréme de Gauss, valide si la surface

0 V() est fermée.
Alors, PR Forme
o . _ o . Eulérienne de
J |3 e [dV=0=>—+dvip=0
V(t) o o —=()
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Point de vue Eulérien vs point de vue Lagrangien...a discuter.



Et si le volume de contrdle contenait
deux fluides ?

m:jpldV+jp2dV

Vi(®) VX2 (1)

d j ndV+ j pdV
oS0 <o [Bavs [ pSiiase [ Rave [ pSids=0
Vi(®) Si(H) V(1) S(1)

Sur une partie de la surface Si, des particules de la phase 1 sont présentes.
Il en est de mé€me pour une partie de la surface de la phase 2.
Mais sur I’interface....



ja“dv+jp§nd3+jap2dv+jpzsznzds 0

Vi(® S5V V> () S

[Bave [ quiicss [ Sics+ [ Bave [ picse [ pSs=0

\{(t) Sarae® A(t) Vz(t) Sanate® A

L'interface n’a qu'une vitesse: § =S =§

[Bave [ quiicss [ s [ Rave [ pics+ [ pSiacs=0
V (t) Seasete(®) A® Vz(t) Sranee® A®
Transformons les surfaces ouvertes en surfaces fermées

[Bave [ uics- [ auics | asic
V(t) Siemee(©) A(t) A()
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[Bave [ puiics- [ auics+ [ pSiics
\{(t) Steme (1) A A

o[ Bave [ i [ puidst [ pSics=0
\é(t) Semee (V) A() A(t)
Devient,

I3 Bave [ puscs+ [ a§-wiac
V(t) Stanee® A®

P, _
[ v+ [ phAdt [ pQ-i)Ad=0
Vz(t) S A
Apres utilisation du théoreme de Gauss,

j@ +dv<9ﬁl>]dV+ | (% +dv<9ﬁz>jdV+ [ [p6 -0 +p.6 -i)i) =0

M® V(0 A



I(@ +dmﬁl>]dV+ | % +dv<pzﬁz>jdV+ [ (o6 -0 +p§ i), =0

V® a V() A

Ceci doit étre vrai pour tout Vi, V2 et tout Ar. Alors 1l faut que:

% )=
&+dv(9ul) 0

D sivpii)=0

QI(SI _ull)nﬂ +QI(SI _uZI)nZI =0 ST————— condition d’interface sur la masse
On note 1) :gl(ﬁﬂ —S)ﬁule débit masse de la phase 1 qui passe au travers de 1’interface.

m :pﬂ(ﬁZI —S)ﬁ21 débit masse de la phase 2 qui passe au travers de I’interface.

Ainsi, m +1’IT£ =()



On peut aussi remarquer que: n, 41, =0
Alors,
0,51, 0y (S, )3, =0
(S, )3, =0y (S iy,
0@, =S5, =p, T, ~91, =m=cste

Le débit masse qui passe au travers de 'interface suivant 1’une
ou I’autre normale est constant.



Conservation de la guantité de mouvement

ny :ZFOICGS extérieures durant le processus étudié (Newton, 1726)

(antérieur a la conservation de la masse!)

m =F
dt

ext

ou,
@ —F puisque in =0
a = dt

Ici, mij est remplacé par: j oudV
V(t) ~
d | pidv
Et Em =—j pndS Donc: MO :_J‘ pHdS
S(t) dt 10

S(t)



d | pidv
Il faut maintenant appliquer

MO —— j pndS le théoréme de Reynolds.
dt S(t)

[ Bhav [ (s as=- pics
V() S(t) S(t)

De nouveau, I’ensemble de la surface est occupé€ par des particules
fluides ayant la vitesse u. Ainsi,

| == av+ [ pi(tin) +pii ) ds=0

En utilisant le th. de Gauss, Equation d’Euler (1753)

j (%3 +div(pi [4) +g[ad(p)jdV:O %l+div(pﬁﬂﬁ) +grad(p) =0

V(t)
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Et si le volume de contrdle contenait
deux fluides ?

d [ pudv+ [ pidv

V(D) V5 (1) :_J. plnlcls_ j pznzdg
d S(V) S0

Les surfaces Siet S2 sont ouvertes. L ensemble des deux surfaces forme une surface
fermée.
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d [ pudv+ [ pidv

MG, dtVZ(t) :_I pndS— _[ p,n,dS

On applique le Th. de Reynolds

I af;ﬁl IV+ I 0T, (T, 4, )dS+ I 0, (Shi, )dS

Vi(®) Siouerte (V A1)

[ Phave | pii)st [ paGirs= [ pnd- [ pads

V(1) Sanere (V) A () Siaerte () Sanete (V)

On transforme les surfaces ouvertes en surfaces fermées

[ B, gy | Au@,5)ds- | au@,6)ds+ [ puE,)dS

M(® o Siermge (D A(t) A(t)
[ PRave [ oS- [ SRS
V(1) S e (D) At
- J- pndS+ J‘ pindS— J- pon,dS+ J- pn,dS 13

S fermge (1) A(D) S fermee (0 A(D



u Lo Lo . R
j a%t LdV+ j AU, (4, 1,)dS— j P, (4, 1, )dS+ j O, (Sn, )dS
G S A A

[ PEave | i [ i+ o s

\A0) Shferme (V) A

- | pnS+ [ pndS— | pndS+ [ pndS
Sifemge (D A (t) S ferme (1) A

On arrange un peu ...

| a‘;tﬁl av+ [ pi@H)S+ | pids

Vi® Stferme (V) Stfeme ()

[ Phave [ pu@iyst [ pids

V(1) S femre (1) S feme (1)

+ [ (PG.6-8)3, —pi +p0(S—,), ~pii | dS=0
A
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| B g+ | Au@h)ds+ | pids

Vi® a Stfeme (V) Stfeme (V)
[ PLave [ pa@ixse [ pids
V(0 S feme (1) S feme (1)

+ [ (AG.S-8)3, —pi +pi0(S ), ~pii | dS=0
A

On utilise le Th. de Gauss

J (a%tﬁl +div(au, Dﬁ1)+gw(p1)jd\7

Vi)
+| (a%tuz +div(p,u, Dﬁz)+gw(p2)j

V()

- [ PG, -S)5, +pi, +0.5,, ~5), +py a5 =0
A (D)

Ceci doit étre vrai pour tout Vi, V2 et tout Ar. Alors 1l faut que:



a%tﬁl +div(pt, [14,) +grad(p,) =0

% +div(p,u, LI, ) +grad(p,) =0

puﬁu (ﬁu _§-ﬁ11 +p11ﬁ11 +p21ﬁ21 (ﬁZI _§)°ﬁ21 +p21ﬁ21 =0 s

condition d’interface sur la gdm

On peut aussi I’écrire comme suit. On a noté pour la masse:
(G ~S)i, =0y T S, =mcste

O Ty =S8y 4y Pl (g =S8, —poy =0

Oty [y =S), +Ply, =Pyl Ty =SB, +py iy

i, +p,n, =mi, +p,n .
1 Pty —I TPyl <——  autre forme de la condition 16

d’interface sur la qdm



Remarque essentielle
[’ équation de masse d’un fluide compressible s’€crit:
| (;pdV+ | p(t)as=0

V() S(t)

Et conduit a la ¢ondition d’interface:

0 G, ~915, =p Gy —S), =mcste
C’lest a ¢lire,
A, T ST, =cste
Ou encore,

flux suivart la nomale—variable consenvative: S, =cste
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flux suivart la nomale—variable consenvative: S, =cste
Ceci marche-t-1l pour la qdm ?
| %d\u | (pi(tn) +pii )ds=0
V(©) S(t)
flux suivart la nomale—variable consenvative: S, =cste
[ ) +pri-pi S =ote
il -8 si+pii=cste
Ce qui correspond a ce que nous avons trouvé au préalable:

Py, (U, =S)n, +pyny, =Py, (U, =S)n, +p, 0,

18



Pour n'importe quelle équation sous la forme:

[ Lav+ [ Fias=0
V(t) o S(t)
Les relations de saut (ou conditions d’'interface)

s’écrivent: L
Fn—USn=cste

ou S estla vitesse de l'interface.

19



Appliquons ceci a 'équation d’énergie

| G-
%Emw((pmp)a) =0 E=e+_iid

ja%dV+j(pE+p)(ﬁﬁ)dS:O

V(o) S(0)
Fii—USH =cste devient (pE+p) (i) —PESH =cste

PE(U—S).n+p(in) =cste
nE+p(in) =cste
S1 la conduction de la chaleur est présente, on a immédiatement le
résultat:

a%+div( (pE+p)ﬁ—)\g[ad('D) =0=> PEU-S)ii+pin)—Agrad D) =cste



Conditions d’interface
A -S1=p @ -9
O, (@, ~S)Ai+pi=p,i,(U, ~S)ii+p;i
O, @, ~S)5i+p,(0, 1) -\ gad(T)1i =p,E, (W, ~S)5i+p, (1, 1) ~A,grad(T) i
Cas 1D :

2l

@) )

—

A=i; G =ui; 4,=ui; S=Si

A H=pu,-S

Au,(w, =S)+p, =pu,(u, =S)+p,

PE @ =S +pu, —A o =pE W, -9+puy, -7\2@
1 1 1 aX 2 aX



Pour s’en souvenir rapidement

&, 0 _

& Ok

o g +p _ ASLC S

PY X & X
af+a(pga:p)u = l relations de saut

F-SU=cste

Q(ul =) :B(uz ) A{ de chaleur ont ét€ omis ici)

pu,(u, =S)+p, =pu,(W, =S)+p,
AE( —9)+pu, =p,E,(u, —S)+p,u,
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Analyse de ces conditions d'interface

On se place dans le cas 1D, qui est déja tres riche en enseignements.

Premier cas: fronts supersoniques—> ondes de choc = les conditions
d’interface reviennent au relations de Rankine-Hugoniot,

Le milieu (1) est 1’état 1nitial,

AU =W, et le milieu 2 correspond a
pu,(u =S +p =pu,(u, =S)+p, t I’état post-choc.
PE@® -9+py, =p,E W, -H+pu,
Le milieu (1) est parfaitement connu. S
Les inconnues du systéme sont: (2)
P su, 55

(1)

x 23




Chocs = 5 inconnues et 3 relations

p:w:SpE A D=pW, -
Ay (v, —S)+p, =pu,(u, =S +p,
PE @ -9 +py, =p.E,(u, =S)+pu,

Maisily a une équation d’état: p,=p,[P.e) (@, =(},—Dpe, prexenpe)
Avec E2:e2+—2u§

Donc 4 relations et 5 inconnues = famille de solutions.

Il faudra fixer une variable dans I’état (2) et toutes les autres s’en
déduiront.

Par exemple fixer la vitesse du choc S, ou la vitesse du piston uz ...
N’importe quelle variable dans I’ €tat 2 fixe les autres, ¢’est
pourquoi on parle de ‘familles de solutions’.
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Deuxieme cas: Surfaces de simple contact

AW D=
A (u, =S +p, =pu,(w, =) +p,
PE @ -9 +py, =p.E,(u, =S)+pu,

Dans le cas des surfaces de contact: S=u,
Ceci implique Py, =0=pu,H=S=y,

Ainsi:  S=u =u,
La relation de saut sur la qdm implique: p =p,

[’ équation d’énergie confirme

simplement les résultats précédents: Bith =Pat

25



Troisieme cas: Fronts subsoniques (flammes, fronts
d'évaporation, fronts de fissuration ...). Chaque cas
particulier présente des specificités mais obéit a:

AU D=L, D

P, (u, =S +p, =Pu,(u, =S +p,

PE@® -S+py, =p,E,u,-H+pu,

Inconnues: p;u,;S;p,;E  mais aussi A54:p3E =9 inconnues.
En effet, le front subsonique est précédé d’une onde acoustique
qui change les caractéristiques du milieu (1). Dans le cas
supersonique, rien ne précede le choc.

On a donc 3 relations + 2 équations d’€tat = 5

Il manque 4 équations.

Ceci est assez compliqué.

Cherchons a simplifier et négligeons 1’ effet du précurseur
acoustique. L' €état (1) est alors supposé€ connu.

On a maintenant 3 relations + 1 équation d’état = 4 relations et 5
inconnues (comme pour les chocs). 26



Relation cinétique

La relation qui manque est denommeée ‘relation cinétique’ car elle
détermine la vitesse du front et tout le reste de I'état (2).

Nous allons examiner un exemple sur le cas particulier des fronts
d’évaporation.

Simplifions un peu le probleme. Le front est supposé se propager avec
une vitesse tres inférieure a la vitesse du son. Ainsi les ondes
acoustiques tranversent le front plusieurs fois durant son parcours et
rendent la pression uniforme. C’est le cas des flammes de déflagration,
des fronts d'évaporation etc. Dans ce cas, p,=p,=p

Dans cette limite, I'équation sur la gqdm n’est plus utilisable:

P,y =S)+p, =Pu,(w, =S +p,
Devient, Ay —-9=pu,u,-H—— m,=m, ——> Y=y,
Ce qui n’est vrai que pour les surfaces de contact.
On a donc deux relations utilisables seulement, avec la donnée de p:
AL D=PwD inconnues: S;Psu:E

_ - 27

AE, (1, =) +pu, =pE,(u, =) +pu, OU S, P&



Continuons...

AW =P,
AE U =S)+py, =pE,(u, -9 +pu, S:piu e = pRp)
_ P
ar exemple
P e S
I1 reste donc 3 inconnues et 2

relations.

Considérons le cas d’un front d’évaporation entre un liquide (1) et sa
vapeur (2). Il faut alors ajouter un peu de physique dans le systeme
précédent:

AU -S=pu,-y
AF =5+ =\ S =PI~ 4o, A,

28



Simplifions encore...

A D=pw,-S
PE (u, =S +pu, —A

On néglige la perte de chaleur dans la couche de liquide.
Puis on approxime le flux de chaleur dans la vapeur a I’aide d’une

corrélation: T
590 _ o o
A, o h.(T,—T,) liquide J vapeur
T1

X
A D=p1,-S=m
PE @ —=S+py, =p.E (v, =S)+pu, +h(T; -T) S:;psu; T

1 1

nEENP AT 58 =S die g~

29



m(E, —B)+p(y, —u,) =h(]; —T)
1

(E, B +pr_ L))
n(H ~H,) =h(T, T
_h(@G-T)

H —H,

Puis on néglige les €nergies cinétiques devant les €nergies
internes:

=& D) b -L) b -T)
h1 _hz h]jquide _h\aps.lr L,(T)

Il reste alors une seule inconnue: Tt
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Equilibre thermodynamique local

L’interface est supposeée a I'équilibre thermodynamique local:
g(T.p=g.p)

Ce qui impligue la relation de saturation (qui est ici la relation
cinétique): T=T.0)

Le probleme est désormais fermé (et résolu):

_ hT,(p-T)
L,

m-

On déduit ensuite les autres variables.
31



» Le cas des flammes de déflagration est
plus compliqué et nécessite un cours
spécifique.

» Le cas des détonations n’est pas tres

compliqué mais est un peu hors propos.

Continuons dans la modélisation des
écoulements diphasiques.
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